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Reactors, which is applied to e.g. vehicle equipment and so on, are typically driven under a DC-biased 
current. Therefore, DC-biased characteristic of reactors exhibiting a stable inductance with various DC-biased 
currents is required. When a DC-biased reactor in the actual driving state is intended to design, topology 
optimization (TO) in steady-state electromagnetic field with magnetic nonlinearity is effective. Although a TO 
method in steady-state using frequency domain analysis has been proposed, its procedure cannot strictly account 
for magnetic nonlinearity of iron core. In this paper, to develop a TO method that can handle the phenomena in 
steady-state of time domain with the magnetic nonlinearity, the method to obtain design sensitivity using adjoint 
variable method in steady-state is proposed under the condition that the magnetic saturation is rigorously 
considered. Using the design sensitivity derived from the proposed method, the TO of the iron core and winding 
structures in pot-type reactor is performed for enhancing DC-biased characteristic. Furthermore, the eddy current 
loss occurring on the aluminum plate installed outside the reactor is suppressed by multi-objective TO.  
Key Words : DC biased characteristic, design sensitivity in steady-state, pot-type reactor, time domain adjoint 
variable method, and topology optimization. 
 
 
１．まえがき 
近年，車載用リアクトルは，より小型で，かつ大電流に
適応した性能を持つことが求められている［1］．大電流に
対応した直流重畳リアクトルでは，鉄芯の磁気飽和に伴う
インダクタンスの低下により，回路定数が大きく変化する
可能性がある．さらには，リアクトルからの漏洩磁界が周
囲の電気回路・機器に誤動作を引き起こすことが懸念され
ている．したがって，様々な直流重畳電流下で安定したイ
ンダクタンスを持ち，なおかつ漏洩磁界を低減できる高性
能なリアクトルの設計が必要とされている． 
以上の設計要求に対して，トポロジー最適化［2］を使
用した構造設計は，構造物の材料変化によって効率的に性
能改善を実現できる有効な設計手法であり，また，複数の
性能要件を同時に考慮することも可能である．シールド等
の電磁装置におけるトポロジー最適化手法として，有限要
素法（FEM）に基づく電磁界解析と随伴変数法（AVM）［3］
に基づく設計感度解析を組み合わせた設計感度ベースの
トポロジー最適化［4］,[5］が広く活用されている． 
リアクトルの直流重畳特性を実際の駆動条件に合わせ
て解析する場合，鉄芯の磁気飽和が考慮でき，かつ定常状
態における物理量の使用が必要となる．周波数領域で定常
解析を行うことは可能であるが［6］，磁気非線形性が伴う
高調波成分を含む電磁界を高精度に算定することは困難
である．そのため，鉄芯の磁気飽和を考慮できる時間領域
における解析が必須である．時間領域における有効な設計
感度解析手法として，時間領域随伴変数法が提案されてい
る［7］．筆者らは，時間領域随伴変数法に磁気非線形性を
考慮できる手法を提案した［8］．文献［7］,[8］では，初
期時刻から過渡現象までの積分も含めて設計感度を評価
した結果が報告されている．しかし，時間領域随伴変数法
を用いた定常状態のみの設計感度に関する計算手法は報
告されていない．  
そこで本論文は，磁気非線形性を考慮した定常状態にお
ける設計感度解析手法を提案する．まず，得られた設計感
度の精度検証を行い，提案手法の妥当性を検証する．さら
に，提案した感度解析手法をトポロジー最適化に実装し，
ポット型リアクトル［1］の直流重畳インダクタンスの特
性改善を試みる．さらに，リアクトル外側に設置されたア
ルミ材のプレート板に発生する渦電流損を低減すること
も考慮した多目的トポロジー最適化を実行したので，仔細
を報告する． 
２. トポロジー最適化手法 
（１）時間領域磁界解析   
本論文では，変位電流が十分小さい低周波電磁界問題を
想定し，時間領域有限要素解析を行う．A 法 Maxwell 方程
式を次式に示す． 
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 （1） 
ν は磁気抵抗率，A は磁気ベクトルポテンシャル，σ は導
電率，J0 は強制電流ベクトルである．（1）式を有限要素法
の弱形式で表すと，（2）式のようになる．
 
 FAA =+ &MK  （2） 
K, M はそれぞれ，ν,  σ に依存する行列，F は J0 に依存す
るベクトルである．A
．
は∂A/∂t を示し，後退 Euler 法によっ
て離散化される． 
（２）連続化ヘビサイド関数を使用した材料のモデリ
ング 
本論文では，鉄芯と巻線の構造を設計する際，鉄芯領域，
巻線領域を限定して，双方のエリアでそれぞれのトポロジ
ー最適化を行う．そこで，双方のエリアの節点上に次式に
示す設計変数を定義する． 
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ψ1 は鉄芯領域の設計変数，ψ2 は巻線領域の設計変数であ
る．次に，ψを変数とする連続化ヘビサイド関数 H(ψ)［9］
（0 ≤ H(ψ) ≤ 1）を導入し，材料の有無を表現する．連続化
ヘビサイド関数は次式のように表される．  
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ここで，h は遷移幅を示す．連続化ヘビサイド関数は材料
定数の二値化を促す性質を持つ．H(ψ)を用いて鉄芯の存在
する設計領域を鉄と空気に振り分けるために，鉄芯領域に
おける磁気抵抗率ν (ψ1)を次式で定義する． 
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（5） 
ν0 とνe(|B|)は，それぞれ，空気と非線形磁性材料の磁気抵
抗率を示す．同様に，巻線の存在する設計領域を巻線と空
気に振り分けるために，次式に従う電流密度 J(ψ2, t)を巻線
領域に定義する． 
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（6） 
J0(t)は時刻 t における巻線の電流密度を表す． 
（３）定常状態における感度解析   
本論文では，節点 i における定常状態の設計感度を導く
ことを考える．まず，定常状態一周期分において特定の物
理量を時間積分し，目的関数を算定する．そこで，目的関
数を次式のように過渡状態と定常状態の和として定義す
る． 
 21 WWW +=  （7） 
ここで，W1 と W2 は，それぞれ，図 1 に示すように，過渡
状態と定常状態の目的関数で，次式のように表される．  
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tmax は定常状態における終端時刻，t0 は過渡状態から定常状
態に切り替わる時刻，w は時間的に変動する関数を示す．
次に，定常状態のみにおける設計感度を導出することを目
的として，まず，拡張目的関数を次式のように定義する． 
 21 WWW +=  （10） 
W
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1 とW
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2 は，それぞれ，W1 と W2 を拡張した目的関数で，
次式のように表される． 
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ここで，λ1(t), λ2(t)は随伴変数を示す．よって，設計変数ψi
に関する設計感度は次式のように二分割できる． 
W1 (transient)
w
0 t0 tmax
W2 (steady)
 
Fig. 1.  Objective function composed of W1 and W2. 
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次に l = 1, 2 とし，W
___
l における積分範囲の初期時刻と終端
時刻を tSl, tFlと表記したとき，∂W
___
l/∂ψ iは次式で展開できる． 
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次に（14）式において l = 1 の場合を考えると，tS1 = 0 であ
り，このとき磁気ベクトルポテンシャルA(0)は一定である．
したがって，∂A/∂ψi  1| Stt= = 0 となり，（14）式中の第二項が
消去できる．結果，次式に従う随伴方程式が導かれる． 
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ここで，各時刻ステップにおけるλl(t)を導出するために，
（15），（16）式からなる終端値問題を解く必要がある．ま
ず，（15）式を解くことで終端値λl (tFl)が求まる．次に，
（16）式の求解において開始時刻を tFl に設定し，λl(t)を過
去の時刻方向にステップバイステップで逆算していく．こ
の場合，時刻ステップの更新が tFl から tSl 方向に進むため，
（16）式を陰的に求解できる前進 Euler 法を使用する．
（15），（16）式の終端値問題を解いて得られたλl(t)と，（2）
式の初期値問題を解いて得られたAを次式に代入すること
により，設計感度を求めることができる． 
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一方で，l = 2 の場合，（14）式中の∂A/∂ψi 2| Stt= は 0 となら
ないため，（15），（16）式のみでλ2(t)を導出することはでき
ない．従って，l = 1 と同様な手順で∂W
___
2/∂ψi を計算するこ
とは困難である．そこで本論文では，図 2 の手順に従い，
全体の時間領域（0 ≤ t ≤ tmax）における感度∂W
___
/∂ψi から過渡
状態の感度∂W
___
1/∂ψi を差し引くことによって∂W
___
2/∂ψi を計算
する．このとき∂W
___
/∂ψ
 i は，（0 ≤ t ≤ tmax）の範囲で定義され
た（15）,（16）式を解き，得られたλ1(t), λ 2(t)を（17）式
に代入することで計算できる．  
calculation of λ1(t) and λ2(t) from tmax to 0 by solving (15) and (16) 
calculation of ∂W/∂ψ using (17)
calculation of ∂W2/∂ψ using (13)
start
end
step 1
step 2
step 3
step 4
step 5
calculation of λ1(t) from t0 to 0 by solving (15) and (16) 
calculation of ∂W1/∂ψ using (17)
 
Fig. 2.  Flowchart for sensitivity analysis in steady-state. 
（４）最急降下法と拡張ラグランジュ乗数法を併用し
た最適化手法   
本論文では，トポロジー最適化問題に，鉄芯材料と巻線
の体積に関する制約条件を課す．そこで，目的関数を拡張
ラグランジュ関数に拡張して最小化を行う拡張ラグラン
ジュ乗数法を採用する．最小化すべき最適化問題を次式に
示す． 
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W(l)(ψ)は最小化関数，Gi(l)(ψ)は不等式制約条件，m は制約
条件の個数，l はラグランジュ乗数 yi (l)の更新回数である．
次式に拡張ラグランジュ関数 Q(ψ)を示す． 
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ρ (l) はペナルティパラメータ，ξi (l)はスラック変数を示す． 
l 回目の更新における yi (l)，ρ (l)，ξi (l)はそれぞれ，次式で表
される． 
 })({ )()()()()1( lilillili Gyy ξψρ ++=+  （20） 
 ll =+ )1(ρ  （21） 
 )(/ )()()()1( ψρξ lililili Gy −−=+  （22） 
次に，最急降下法による設計変数の更新式を次式に示す． 
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k は設計変数の更新回数，∆xmin は設計領域の全有限要素に
おける最短の辺長を示す． 
図 3 に，最急降下法と拡張ラグランジュ乗数法を併用し
たトポロジー最適化のフローチャートを示す．まず，設計
領域内の設計変数と拡張ラグランジュ乗数，及びペナルテ
ィパラメータの初期値を設定する（step 1）．次に，時間領
域有限要素法により目的関数 W を計算する（step 2）．次に，
時間領域随伴変数法で設計感度 W∇ を計算する（step 3）．
得られた設計感度を用いて，設計変数を更新し（step 4），
無制約問題の収束判定条件を満たすまで，繰り返し計算を
行う（step 5）．制約条件を満足していれば，計算を終了し
（step 6），満足していなければ目的関数を拡張ラグランジュ
関数Qに変換し，Qに関する収束判定条件を満足するまで，
step 2～5 までの計算と同様な計算を行う（step 7～10）．収
束判定条件を満足した場合，ラグランジュ乗数とペナルテ
ィパラメータを更新し（step 11），収束した解が制約を満足
していれば計算を終了する． 
拡張ラグランジュ乗数法において，ラグランジュ乗数を
増加させると目的関数が振動する傾向にある．そこで本論
文では，設計変数の変動量に制約を設けた Relaxed 
move-limit ［10］を適用し，目的関数の振動を抑制する．
Relaxed move-limit ζ (k)は次式で表される． 
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N は目的関数の振動回数，c は 0 以上 1 未満の数である． 
３．解析モデルと解析条件 
図 4 に，二次元軸対称ポット型リアクトルの解析モデル
を示す．解析領域は全領域の半分であり，離散化要素とし
て一次三角形要素を用いる．解析モデルの全要素数と全節
点数は 5,623 と 2,895，有限要素法における未知変数の総数
は 2,523 である．設計領域の節点上に定義される設計変数
の総数は 1,476 である． 
本問題における設計目標は，リアクトル外側に設置され
た導体プレート内に発生する渦電流損失 We を最小化し，
同時に直流重畳インダクタンス WL を最大にすることであ
る． Weと WL 双方とも，定常状態（t0 ≤ t ≤ tmax）で評価す
る．さらに，鉄芯の体積 V1(ψ1)と巻線の体積 V2(ψ2)が指定
値よりも小さくなるように体積制約条件を課す．最適化問
題は次式のように定式化される． 
determination of initial value
k = 0, l = 0, ψ (k) = ψ0, ρ (l)=ρ0, y (l)=y0
calculation of W(ψ (k)) using FEM
k = k + 1
start
stop
step 1
step 2
step 3
step 4
step 5
calculation of ∇W(ψ (k)) using AVM
ψ (k)= ψ (k)+∆ψ (k)
δW < εopt
G (ψ) ≤ 0
Yes
calculation of Q(ψ (k)) using FEM
calculation of ∇Q(ψ (k)) using AVM
ψ (k)= ψ (k)+∆ψ (k)
l = l + 1
y(l+1) = y(l) +ρ(l) G(l) (ψ)
ρ(l+1) =l
δ Q < εopt
step 6
step 7
step 8
step 9
step 10
step 11
Yes
Yes No
No
No
k = k + 1
 
Fig. 3.  Flowchart for topology optimization with steepest descent 
method and augmented Lagrangean method. 
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design domain of magnetic
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i(t)=idc+iacsinω t [A]
 
Fig. 4.  Analysis model of pot-type reactor. 
ceと cL は，Weと WL における目的関数の重要度を左右する
重み係数，VΩm と VΩw は，それぞれ，鉄芯と巻線の存在す
る設計領域の総体積を示す．α1は V1(ψ1)の VΩmに対する割
合，α 2は V2(ψ 2)の VΩwに対する割合を示す．ここで，We，
WL，V1(ψ 1)，V2(ψ 2)は，それぞれ次式で表される． 
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（28） 
 ∫∫Ω= m
)(π2)( 111 drdzHrV ψψ  （29） 
 ∫∫Ω= w
)(π2)( 222 drdzHrV ψψ  （30） 
ここで，Je(i)は渦電流密度ベクトル，ωは角周波数,Φ (i)は鎖
交磁束数，Irms(i)は図 5 に示す直流重畳電流の実効値を示す．
i は直流電流 idc の値に依存して変化する変数，n は解析で
使用する idcの総数を示す． 
i(t
)
t
iac idci(t)
 
Fig. 5.  DC-biased AC current. 
４．解析結果 
 表 1 に，本章で使用する解析条件を示す．εFEM とεAVM は，
FEM と AVM から導出される線形方程式を解くため使用す
る ICCG 法の収束判定値，εNR とεopt は，非線形ニュートン
ラプソン法と最適化手法の収束判定値である． 
TABLE I  ANALYSIS CONDITION 
h [mm] y(0) ρ (0) ζ (0) c εFEM εAVM εNR εopt
1 0 0 0.03h 0.99 10−6 10−12 10−3 10−5
 
（１）感度解析結果   
本節では，提案手法より得られた設計感度を，前進差分
法（FDM）と比較することにより感度の精度検証を行う．
前進差分法による感度の計算式は，次式のようになる． 
 
ψ
ψψψ
ψ Δ
Δ )()( WWW −+
≈
∂
∂
 （31） 
∆ψは設計変数の増分値である．本解析では∆ψ  = 10− k（k =1, 
2,…, 13）とし，k を 1 から 13 まで増加させたときの感度を
それぞれ計算する．そして，k 番目と k+1 番目の感度の誤
差が 10−2 より小さくなったとき，k+1 番目の感度を FDM の
感度として採用する． 
周波数は 50 Hz に設定し，1 周期（0.02 s）あたりの時間
分割数は 32 とする．tmax と t0を，それぞれ 0.1 s と 0.08 s
に設定し，過渡現象が 4 周期継続した後の定常状態におけ
る 1 周期分の感度解析を行う．本解析では，n = 1 に設定し
idc = 100 A, iac = 30 A から成る直流重畳電流を巻線に入力す
る． 
図 6 に∂We/∂ψと∂WL/∂ψの感度分布を示す．双方の感度分
布とも，巻線領域では感度が比較的大きくなり，鉄芯領域
では小さくなっている．図 6 の感度分布における z = 7 mm
の線上の感度を図 7 に示す．∂We/∂ψと∂WL/∂ψの双方におい
て，AVM と FDM の感度分布は同様な分布となった．図 8
に∆ψを変化させたときの感度の値を示す．図 7 と同様，
∂We/∂ψと∂WL/∂ψの双方において，AVM と FDM の感度は概
ね一致している．表 2 より，感度の相対誤差は約 2 %以内
に抑えられ，AVM に要した計算時間は，FDM に比べて著
しく少なかった． 
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(b) ∂WL/∂ψ 
Fig. 6.  Magnitude of the sensitivity. 
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(a) ∂We/∂ψ                 (b) ∂WL/∂ψ 
Fig. 7.  Sensitivity on the line at z = 7 mm. 
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(a) ∂We/∂ψ                 (b) ∂WL/∂ψ 
Fig. 8.  Sensitivity with the maximum value. 
TABLE II  RESULTS OF SENSITIVITY ANALYSIS 
FDM AVM Relative error [%]
(∂We/∂ψ)max ×10−3 3.855 3.887 0.81
(∂WL/∂ψ)max ×10−11 4.453 4.534 1.8
Elapsed time [h] 27(Estimated time) 0.014
 
（２）トポロジー最適化結果   
前節で検討した定常状態における感度解析手法を使用
して，リアクトル内部の鉄芯構造と巻線構造のトポロジー
最適化を時間領域定常状態で実行する．表 3 に最適化条件
を示す．本問題では，n = 6 に設定し，6 つの直流電流値（idc 
= 50，150，250，350，450，550 A）を使用したときのイン
ダクタンスを計算することによって，直流重畳特性を評価
した． 
図 9 に，巻線構造を固定した状態で，鉄芯構造のみを最
適化した結果を示す．この時の巻線の体積はΩw の 40%の
体積になるよう設定する．図 9（a）は，トポロジー最適化 
TABLE III  OPTIMIZATION CONDITION 
f [Hz] Number of time 
steps per 1T tmax [s] t0 [s]
iac
[A]
Number
of turns α1 α2
50 16 0.08 (4T)
0.06
(3T) 30 10 0.6 0.4
 
における初期構造を示し，その体積はα1VΩm である．図 9
（b）に, We の最小化を目的とした単目的最適化結果を示
す．得られた構造は，外部に漏れる渦電流損を低減するた
めに，一層の鉄芯が巻線の周囲に生成されている．図 9（c）
に，WL の最大化を目的とした単目的最適化結果を示す．直
流重畳インダクタンスを改善させるために，初期構造に見
られる角のある部分が丸みを帯びた形状に変化し，巻線領
域と空気ギャップの周囲に材料分布が集中している．図 9
（d）に，We と WL の両方を考慮した最適化から導き出され
た構造を示す．得られた構造は，図 9（b）,（c）双方の構
造の特徴を有する形状となった． 
図 10 に，鉄芯と巻線の両方を同時に最適化した結果を
示す．各ケースの初期値は，図 10（a）に示すグレイスケ
ール（ψ = 0）とする．結果，Weの最小化を目的とした図
10（b）では，磁界の発生源を渦電流損の評価領域から遠
ざけるように，外側導体から離れた位置に巻線が集中し
た．WL の最大化を目的とした図 10（c）では，鉄芯がギャ
ップ部に集中したため，効率的に鉄芯内部に磁束を供給す
るために巻線も同様に中心軸側に配置されたと考えられ
る．We と WL の両方を考慮した図 10（d）では，最下部に
長細い巻線が生成され，図 10（b）,（c）のどちらとも異な
る形状となった． 
図 11 に，ce, cL を変化させて得られた構造における直流
重畳特性を示す．図 11（a）に示すように，直流電流を増
加させると，全ての構造においてインダクタンスが劣化し
ている．最適化構造のインダクタンスは，全直流電流値に
おいて，初期モデルのインダクタンスよりも向上した．さ
らに，巻線を変化させた最適構造は，巻線を固定した構造
に比べて，インダクタンスが向上した．図 11（b）の最適
化された構造は，WL と Weの双方を考慮しているが，Weの
影響が強いために，直流電流が高い領域でインダクタンス
が劣化している．しかし，図 11（a）と同様，巻線の変化
を含む最適化により，鉄芯のみの最適化よりもさらに性能
が向上した． 
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Fig. 9.  Optimized structures of iron core. 
図 12 に最適構造が持つ目的関数値を示す．Weと WL はト
レードオフの関係にあり，図中の左上に位置する構造であ
るほど，双方の性能を満足する結果である．巻線の変化を
考慮したトポロジー最適化結果は，考慮しない結果に比べ
て Weと WL の双方とも性能が向上している．表 4 に示すよ
うに，全ての最適化の計算時間は数時間程度であった． 
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(a) initial topology                 (b) ce = 1, cL= 0  
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(c) ce = 0, cL= 10                 (d) ce = 1, cL= 10 
Fig. 10.  Optimized structure derived from multi-objective 
optimization. 
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(a) ce = 0, cL=10                 (b) ce = 1, cL= 10 
Fig. 11.  DC-biased characteristics. 
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Fig. 12.  Objective functions We and WL. 
TABLE IV  RESULTS OF TOPOLOGY OPTIMIZATION 
Design 
domain ce cL We[nJ]
WL×10−3
[Η2]
Elapsed 
time [h] kopt
V1(ψ1)
/VΩm
V2(ψ2)
/VΩw
Ωm
1 0 63.1 1.35 3.2 (A) 415 0.60 0.40
(const.)0 10 456 2.73 3.1 (B) 360 0.611 10 193 2.16 3.8 (A) 490 0.61
Ωm
and
Ωw
1 0 50.5 0.992 1.3 (A) 229 0.57 0.40
0 10 496 2.82 4.3 (B) 500 0.57 0.40
1 10 175 2.34 3.1 (A) 442 0.60 0.40
Initial
model - - 319 2.58 - -
0.60
(const.)
0.40
(const.)
 
A: Intel Core i7 4790 K at 4.0 GHz with 16.0 GB RAM 
B: Intel Core i7 6850 K at 3.6 GHz with 128.0 GB RAM 
５．まとめ 
 本論文では，磁気非線形性を考慮した時間領域随伴変数
法を定常状態における設計感度の導出へ拡張し，ポット型
リアクトルのトポロジー最適化へ適用した．本論文より得
られた結果を要約すると，以下のようになる． 
（1） 提案した定常状態の設計感度解析手法により，良好
な精度の設計感度が得られた． 
（2） トポロジー最適化の結果，直流重畳インダクタンス
特性を改善し，なおかつ，漏れ渦電流損を効率的に
低減できる構造を明らかにした．  
鉄芯構造のみを最適化するよりも，鉄芯と巻線を同時に最
適化することにより，直流重畳インダクタンスをさらに改
善できることが明らかになった． 
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